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RESUMEN

La expansion en series de Fourier es una herramienta matematica que permite resolver problemas com-
plejos de la ingenieria, por ejemplo, para resolver problemas de vibraciones de cuerdas, transferencia de
calor, procesamiento de sefiales, entre otros. El objetivo fundamental de las series de Fourier es descom-
poner sefiales periddicas, continuas o a trozos, en términos de una combinacién lineal de sefiales sinusoi-
dales y cosenoidales. En este trabajo se presenta un estudio descriptivo-cualitativo de alcance explorato- rio,
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I. INTRODUCCION:

La formacion de los estudiantes de ingenieria se caracteriza
por los fundamentos matematicos y fisicos que deben com-
prender y dominar desde los primeros ciclos del nivel supe-
rior. En particular, el tema de series trigonométricas de Fou-
rier representa una gran dificultad de comprension para los
estudiantes, ya que involucra la resolucién de integrales com-
plejas, asi como el grafico de funciones generado por otras
funciones (Gonzalez Avid y Lopez Gianmarco, 2021).

El uso de las tecnologias y herramientas didacticas para
la solucion de este tipo problemas permite que el estudiante
adquiera una mayor comprension del tema debido a las prac-
ticas y escenarios con lo que se ve involucrado, ademas de
lograr conseguir analizar un mayor numero de ejemplos sin la
necesidad de dedicarle un tiempo desmesurado a la solucién
de problemas que representen una mayor complejidad como
es el caso de funciones de mds de tres trozos (Giménez-Palo-
mares et al,, 2018), (Maggiolini et al., 2017).

Las funciones periédicas pueden representarse por medio
de series de Fourier (Suslov, 2002), su aplicacion es amplia
en el ramo de la ingenieria, por ejemplo, (Marturet P. et al,,
2015) modelaron potenciales energéticos en turbinas helicoi-
dales, donde la posicién angular y la oscilacion del torque de
la turbina son resueltas mediante una funcién de series
infinitas sinusoidales partiendo de las series de Fourier, por
otro lado (Cruz Sanabria et al., 2021) en su trabajo realiza-
ron métodos de interpolacién Series de Fourier y Whittaker
para el monitoreo de cultivos mediante el procesamiento de
imagenes y el uso de los dos métodos antes mencionados, ob-
tienen series temporales de datos continuos a partir de datos
discontinuos. Por su parte (G. de Carvalho et al., 2005) reali-
zaron un modelo para predecir la productividad de cultivo de
café donde utilizé un analisis armoénico por series de Fourier y
a partir de ello calcularon los coeficientes de Fourier par final-
mente realizar la suma de siete sumas parciales, sin embargo, su
modelo no resulté adecuado debido a present6 errores enla
estimacion.

Realizar el andlisis y calculo de coeficientes de Fourier de
forma escrita, asi como las integraciones que involucran para
obtener su correspondiente expansion den series de Fou- rier,
resulta sumamente complicado para funciones definidasa
trozos que consideran la presencia de funciones rampa o
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sinusoidales, sobre todo cuando se desea obtener una suma
parcial mayor a tres. Por este motivo, surge la necesidad desde

el punto de vista didactico el ejecutar estas operaciones a tra-
vés de un codigo de programacion. El enfoque de este trabajo
esta dedicado al aspecto practico y didactico, desarrollando
asi una herramienta computacional que resulte de utilidad
para los estudiantes de licenciatura y posgrado, de tal manera
que permita analizar problemas complejos de cursos intro-
ductorios de Analisis de sefiales sin necesidad de desarrollar-
los de forma escrita a detalle durante las actividades de aula.

En este trabajo se presenta un estudio descriptivo-cualita-
tivo de alcance exploratorio, que propone una herramienta
didactica computacional para la reconstruccion de sefales
periddicas utilizando las series trigonométricas de Fourier,
aplicando el sistema de algebra computacional de Python
para obtener la forma analitica de los coeficientes @, @, ¥ b,
para sefiales periddicas de hasta cuatro trozos definidas por el
usuario. Asimismo, se presenta una propuesta metodolégica
para aplicarla en cursos de nivel superior para el estudio ana-
litico y grafico de la expansion en series de Fourier de sefiales
periddicas definidas a trozos.

El contenido del documento se distribuye de la siguien-
te manera, la seccién Metodologia describe los fundamentos
tedricos de las series de Fourier, asi como el diagrama de flujo
para el codigo desarrollado en Python, el cual toma como
referencia aquel propuesto por (Luna, 2020). En la seccién Re-
sultados se presenta un ejemplo desarrollado siguiendo la me-
todologia propuesta para la expansion en series de Fourier de la
funcion f(x) definida a cuatro trozos, asi como la obtencién de
la suma parcial seis ( n = 6). Asi mismo, se presentan las graficas
de la reconstruccién obtenida para 3 funciones definidas con
cuatro trozos distintos entre si, describiendo el procedimien-
to para ingresar dichas funciones en la herramienta didactica.
Finalmente se presentan las conclusiones sobre el trabajo de-
sarrollado.

Il. METODOLOGIA

Las series de Fourier constituyen una importante herra-
mienta para la obtencidon de soluciones de ecuaciones dife-
renciales. Su teorfa basica concierne a la descomposicién
de una funcion periddica f(t) en términos de una suma de
funciones senoidales y cosenoidales de diferentes frecuencias,
ésta dltima siendo un multiplo de la frecuencia de la sefial
original (Cruz Sanabria et al., 2021); esto es, la funcién f(t) se
puede descomponer en una serie armoénica infinita.
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La expansion en series de Fourier en su forma trigonomé-
trica se obtiene mediante la expresion:

ay
f@) = > + Z a,cos(nwyt) + b,sen (nwgyt )

n=1
(1)

donde f(t) es una sefial periédica de periodo T expresada en
el dominio del tiempo, @y = 27/T es la frecuencia fundamen-
tal, el entero n tiene unidades de Hz y, los términos ay, a,, y b,,
son los coeficientes trigonométricos de Fourier, los cuales se cal-
culan a partir de las siguientes expresiones el intervalo de un
periodo T:

2
2
5[
a,=—|f (t)cos(na)gt)d t,
4T
®)
5 ¢
b, =— | f()sen(nawyt)dt.
T T
)

Si bien le Ec. (1) no es la mas conveniente para el anali-
sis de sefiales y otros problemas complejos, esta expresion es
el primer acercamiento que tienen los estudiantes de cursos
introductorios de Analisis de sefales de las carreras de elec-
tronica y Tecnologias de la Informacién y Comunicaciones,
por mencionar algunas (TecNM/ITApizaco, 2022). En este
sentido y considerando el punto de vista didactico, resulta de
gran relevancia aplicar herramientas computacionales que
permitan a los estudiantes centrarse en el analisis y apli-
caciones de las series de Fourier, en vez de dedicar tiempos
considerables para el calculo de integraciones cuyos procesos
pueden resultar largos y complejos; en particular, cuando se
tienen funciones definidas en mas de dos trozos.
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Python es un lenguaje de programacién de amplio campo
de aplicacién y practica de trabajar, su sintaxis es considera-
da de las mas completas y entendibles, ya que en ocasiones
parece pseudocodigo. Por esta y otras razones mas, Su uso se
ha incrementado notablemente en diferentes areas de tra-
bajo. Ademas, es importante mencionar que Python es un
lenguaje de programacion libre con acceso a gran cantidad
de librerias que lo hacen un programa fiable de utilizar, se co-
noce como un desarrollador de alto nivel y multiplataforma,
ya que puede ejecutarse en diversas distribuciones como son
Linux, Windows, MacOS, entre otras (Ivet Challenger Perez,
2014). Fue creado por Guido Van Rossum a inicios de los
90’s, inicio con similitud al lenguaje de programacién Per],
pero cuidando siempre una estructura y una sintaxis limpia.

El programa para calcular los coeficientes trigonométri-
cos de Fourier y, de esta manera obtener la expansion en Se- ries
de Fourier, Ecs. 1-4, se realiza mediante el lenguaje de c6digo
abierto de Python, el cual contiene una gran cantidad de
librerias para el analisis matematico, tomando como refe-
rencia la diversidad de ejemplos existentes para el tema bajo
consideracidn y adaptandolo a nuestras necesidades (Luna,
2020), (Arias Hernandez et al., 2016).

En la Fig. 1 se muestra el diagrama de flujo para desarro-
llar el programa que calcula las expresiones analiticas de las
Ecs. 2-4. En general, proponemos cinco bloques que definen
a nuestro codigo fuente, cada bloque realiza una tarea especi-
fica que se describe a continuacion.

Blogue I: Se importan las librerias a utilizar y las varia-
bles simbolicas ( n y t), se comienza con import seguido del
nombre de la libreria.

Bloque Il: se declara el intervalo de la funcion, el perio-
do T, la frecuencia angular w y las funciones a trozos. Para
definir la funcién f(t) se utiliza la funcién picewise de Python
de la libreria sympy, si se desea ingresar una nueva funcién
a trozos, los valores que deben ser modificados comienzan en
A de la figura 2 ingresando el intervalo minimo y maximo T1
y T2 respectivamente, después, en B se ingresan las funciones
de cada trozo siendo F1, F2, F3 y F4 los trozos que define
la funcién fi(t) , finalmente, en C, se ingresan los intervalos
para los cuales es valido cada trozo de la funcién. El procedi-
miento para el calculo de la n suma parcial descrito en la Fig.
2 se repite para cualquier funcién a trozos que desee ingresar,
modificando los valores inicamente en este bloque.
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Diagrama de flujo para calcular los coeficientes trigonométricos de Fourier para una sefal periddica f(t).
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Bloque I11: la funcién f(t) se renombra como “f_integral”
y se calcula el valor de los coeficientes mediante el proceso de
integracion, posteriormente se crea una variable llamada “En-
trada” iniciandola con un valor igual a cero. Posteriormente, se
crea una condicional dentro de un ciclo while, que pide que
sea teclado un numero entero positivo de sumas parciales a rea-
lizar guardando el valor en la variable “Entrada”, si la condi-
cion se cumple sale del bucle y devuelve el valor numérico y lo
guarda en una nueva variable llamada “ntotal”, la cual indica
el nimero de sumas parciales a realizar en la serie de Fourier.

Boque 1V: se crea una variable llamada “expansion” con
un valor inicial igual a cero, enseguida se crea un ciclo for
que realiza iteraciones desde 1 hasta el valor ingresado, pos-
teriormente se evalta para cada valor, y finalmente se realiza
la sumatoria de losq,, y b,,mas d¢ para crear la expansion
en series de Fourier.

Blogue V: se imprimen los valores de ay. a, ¥ b,.y f(t)

expandida en series de Fourier; también se grafica la funcion
original y la funcién expandida.

Bloque IT Modificable para ingresar la funcion a trozos deseada.

s INTELE Blogqul J T s sasmsaisnn s #
. Tl = —2*pi

T2 = 2*pi

T=T2-T1

w = 2*pi/T

Fl=1
F2=0
F3=pi-t
F4=t-pi

Ft = sym.Piecewise ( [Fl i

((t > -2*pi) & (t < —pi))),

(F2, ((t > -pi) &« (£ <0))),
(F3, ((t >= 0) & (t < pi))),
(F4, ((t >= pi) & (t < 2*pi)))
)

e e B R e T S S S P A W e e e #

La Fig. 3 muestra el diagrama de flujo para obtener la n
suma parcial para la aproximacion de la sefial f(t), si la ex-
pansién no se aproxima graficamente a la sefial original, se
repite la operacion hasta encontrar el parametro n que nos
garantice la aproximacion de la sefial.
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Diagrama de flujo para calcular la suma parcial n para la aproximacion de la
sefial f(t).

Definicién de la funcién a
trozos F(t), intervalo, Periodo y
Frecuencia angular (w).

Calculo los coeficientes de
Fourier

Ingresar nimero de sumas
parciales (n)

Obtener Funcion f(¢) en
sumas parciales

No La funcion Si

se
aproxima

Propuesta de secuencia para la ensefianza de las Series
Trigonométricas de Fourier

La presente propuesta de secuencia para abordar el tema
de series trigonométricas de Fourier, se fundamenta enel
contenido del curso de Andlisis de Sefiales y Sistemas de
Comunicacioén de la carrera de Ingenieria en Tecnologias de
la Informacién y Comunicaciones, asi como en el curso de
Matematicas de la Maestria en Ingenieria Mecatrénica que se
ofertan en el TecNM/Instituto Tecnolégico de Apizaco
(TecNM/ITApizaco, 2022).

Objetivo de la secuencia de aplicacion: Calcular de
forma analitica a través de un procedimiento manual y compu-
tacional los coeficientes de las series trigonométricas de Fourier,
asimismo, obtener las graficas para n sumas parciales.

Competencia especifica: Analiza el comportamiento
de la serie de Fourier como serie representativa de una fun-

cion periddica.

Actividades de aprendizaje: Llevar a cabo ejercicios
que incluyan series trigonométricas
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Actividades:
Actividad 1. Grafique la sefial utilizando alguna herra-
mienta computacional.

Actividad 2. Obtener a_0, realice detalladamente la in-
tegracion de forma manual y compruebe el resultado utili-
zando herramientas de sistemas de dlgebra computacional.

Actividad 3. Obtener a_n, realice detalladamente la in-
tegracidon de forma manual y compruebe el resultado utili-
zando herramientas de sistemas de algebra computacional.

Actividad 4. Obtener b_n, realice detalladamente la in-
tegracion de forma manual y compruebe el resultado utili-
zando herramientas de sistemas de dlgebra computacional.

Actividad 5. Obtenga la suma parcial S_6, muestre el
procedimiento detalladamente de forma manual y utilizando
herramientas de sistemas de algebra computacional.

Actividad 6. Grafique la suma parcial S_6 y la sefial original.

I1l. RESULTADOS

A continuacién se muestran los resultados obtenidos por un
estudiante a utilizar la herramienta computacional desarro-
llada en Python, as{ como el correspondiente calculo manual
realizado por el mismo estudiante de la carrera de Ingenie-
ria en Tecnologias de la Informacién y Comunicaciones del
TecNM/ITApizaco, en la asignatura de Analisis de Fourier
y Sistemas de Comunicacion, para la funcién f(t) definida a
cuatro trozos (Eq. 5), siguiendo la propuesta de secuencia de
ensefanza de las series trigonométricas propuesta en la Sec-
cién I, donde se obtienen sumas parciales para n= 6 de la
serie de Fourier.

0 para —2<x<-1

—2para—1<x< 0
J&) =

1 para 0<x<1

0 para 1<x<2

®)

En la figura 4 se muestra el grafico de la funcién uti-
lizando la herramienta computacional desarrollada Python
obtenido para la Actividad 1.
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Figura 4.
Grafica de f(t)

Expansion en Series de Fourier

1.0 | m—Funcion Original

Amplitud
L4
a

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
Tiempo (t)

En la figura 5 se muestra el resultado de la actividad 2
para el calculo detallado del coeficiente @y, obtenido median-
te integracion directa por un estudiante (ver panel izquierdo),
su comprobacion al utilizar la herramienta didactica desarro-
llada en Python se muestra en el panel derecho de la misma
imagen.

Figura 5.
Calculo de coeficiente ay y comprobacion con la herramienta diddctica propues-
ta, el recuadro en rojo resalta el resultado final.

i

|

|

|————— fora>-=An<=Anz#o0
|

!

-0.5 otherwise

I [EEANY

| - cos|—1 |

| \2/J

f———————— forn>-=An<=An#0
|

|

i

0 otherwise

En la figura 6 se muestra el resultado de la actividad 3
para la obtencion detallada dez, obtenido mediante integra-
cién directa por un estudiante (ver panel izquierdo), su com-
probacion al utilizar la herramienta didactica desarrollada en
Python se muestra en el panel derecho de la misma imagen.

Figura 6.
Caleulo de coeficiente a,, y comprobacion con la herramienta diddctica propues-
ta, el recuadro en rojo resalta el resultado final.

forn>-=~An<=An#0

otherwise
—

forn>-= An<«Anv

otherwise
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En la figura 7 se muestra el resultado de la actividad 4 /1940 o ) .
para la obtencién detallada de b,, obtenido mediante integra- Grafica de f(x) y la expiacion en series de Fourier para n=6.
cion directa por un estudiante (ver panel izquierdo), su com-
probacién al utilizar la herramienta didactica desarrollada en i
Python se muestra en el panel derecho de la misma imagen.

Expansion en Series de Fourier

- Funcion Original
— Expansion

J—
Lob

Figura 7.
Calculo de coeficiente y comprobacion con la herramienta diddctica propuesta,
el recuadro en rojo resalta el resultado final.

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
Tiempo (1)

A continuaciodn, en la Fig. 10 se muestran las graficas de

los resultados obtenidos con n=100 de tres funciones diferen-
forn>-=An<=An#o tes, definidas a cuatro trozos. Es preciso mencionar que, para
i validar resultados, la forma analitica de los coeficientes trigo-
fank N nométricos de Fourier fue calculado por integracion directa
L /'foz e por los autores, se observa que estos resultados y los obtenidos
con el programa desarrollado son iguales.
e Figura 10.
Funciones de cuatro trozos obtenidos por medio de la herramienta diddctica
propuesta.
A continuacion, se muestra el resultado detallado para la a) b)
actividad 6, donde se obtiene la suma parcial Ss, desarrollado P o
de forma escrita en un procesador de textos por el mismo == e
estudiante, sin embargo, no se llega a un resultado correcto B -
debido a que al estudiante no le fue posible realizar la reduc- i i
cion de términos trigonométricos. En la figura 8 se muestra 0
la suma parcial utilizando herramienta de sistema de dlgebra
computacional Python. S R L R J
c)

En contraste con otras investi-
gaciones, por ejemplo (Martinez,
2020) presenta resultados de una
aplicaciéon movil para resolver y
graficar series de Fourier siendo
una manera mas practica al mo-

xn

3(1-cos(22) - o Crpansnen seres
SSYLEE

f(x)=

o™ PO oA TR i) == .+ + + |mento de ingresar las funcionesa
- R e, b . L Sl - trozos debido a la interfaz desa-
e fras) PR rrollada de la aplicacion, los resultados mostrados en esta in-
B ey M TR A R vestigacion estan orientados a la ensefianza y en demostrar el
8 n n ' proceso de solucion del algoritmo, no obstante, existe una limi-
Figura 8. tante de solucién para funciones compuestas estrictamente de
Suma para n=6 parcial obtenida mediante la herramienta uno, dos y tres trozos, por ende no es posible reconstruir sefia-
didactica de Python. les definidas en mas tres trozos. Por otro lado, los resultados de
En figura 9 se muestra el resultado de la actividad nimero 7, este trabajo se limitan a un nimero de funciones a trozos en
el cual muestra la grafica de la funcion original f(x) com-  particular, pero si a que los estudiantes tengan nociones con
parada con la reconstruida a partir de n=6. el manejo del software y declaracion de variables, ademas en

este caso no se ofrece los pasos mostrados para el algoritmo de
solucion, pero si al igual (Martinez, 2020) se logra obtener una
representacion simbdlica para la comprobacion de los coefi-
cientes calculados. En la siguiente etapa de esta investigacion,
los autores estan desarrollando la interfaz grafica que permita
facilitar el proceso de captura de sefiales, independientemente
del ndmero de trozos en que sean definidas.
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IV.CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado una herramienta didacti- ca
desarrollada en Python que permite calcular la expresion
analitica para los coeficientes de la serie trigonométrica de
Fourier de sefiales periddicas definidas a trozos. En particular,
se ha aplicado el calculo simboélico para obtener las expansio-
nes en series de Fourier para sefiales definidas a cuatro trozos.
El programa desarrollado se propone como una herramienta
didactica para comprobar los resultados que se obtienen de
forma escrita mediante integracidn directa, esto resulta de
gran relevancia ya que permite centrarse en el analisis de los
resultados, asi como abordar ejemplos de mayor complejidad
que dificilmente se resuelven de forma escrita en cursos de
Analisis de sefiales y sistemas de comunicacion.

Es importante mencionar que, para aprovechar al maxi-
mo este recurso didactico, es necesario que los estudiantes
posean nociones basicas de programacion en Python, asi
como conocimientos sélidos de algebra elemental y calculo
diferencial, para poder ingresar en el programa propuesto las
funciones a expandir. Finalmente, el programa desarrollado
puede adecuarse para utilizar la forma compleja de las series
de Fourier, as{ como para realizar el andlisis espectral de se-
fales periddicas a trozos.
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ANEXOS

A continuacion se presenta el codigo fuente en Python para obtener los coeficientes
trigonométricos de las series de Fourier, asi como la suma parcial para aproximar
una sefial f(x).

i IBITIR BIBENE T = tonii e et a i o #

import numpy as np
import sympy as sym
from sympy import *
import scipy as sp

import matplotlib.pyplot as plt
from scipy import integrate
from sympy.abc import t, n

e IFGAR BROGNE: LX —rrrrers e #

Tl = -2*pi #\
# > Intervalo
T2 = 2%pi #/

T=T2-T1 #-> Periodo
w = 2*pi/T #-> Frecuencia angular

Fl=1 #\
F2=0 # \
F3=pi-t # > Funcion a Trozos
F4=t-pi # /
#/

Ft = sym.Piecewise((F1, ((t >= -2*pi) & (t < -pi))),
(F2, ((t >= -pi) & (£t < 0))),
(F3, ((t >= 0) & (t < pi))),
(F4, ((t >=pi) & (t < 2*pi))))
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et Infcia RIoue I v rorroeeeseeemm #
f integral = Ft
a0 = (2/T)*sym.integrate(f_integral,(t,Tl,T2))

f integral = Ft*sym.cos(n*w*t)
an = (2/T)*sym.integrate(f_integral,(t,Tl,T2))
an = sym.simplify(an)

f integral = Ft*sym.sin(n*w*t)
bn = (2/T)*sym.integrate(f_integral,(t,Tl,T2))
bn = sym.simplify (bn)

Entrada=0

while (1) :
print (";Cuantas sumas parciales deseas Graficar?")
Entrada=int (input())
1f Entrada>=1:

print ("un momento...")
ntotal = Entrada
break
else:
print ("valor no valido")
-—————————————— Termina—-—-———-———————=—=—- #
i ENEOER PLIOQUME IV i e i #

expansion = 0
for 1 in range(l,ntotal+l):

anl = an.subs(n,1)
bnl = bn.subs(n,i)
if abs(anl) < 0.0001: anl =0
1f abs(bnl) < 0.0001: bnl =0

expansion=expansion + anl*sym.cos (i*w*t)
expansion = expansion + bnl*sym.sin (i*w*t)

expansion = a0/2+expansion
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§-——————— Inicia Blogue V ~—=——recccccccccccccccas =
print("a0 = ")
sym.pprint (a0)
print("an = ")
sym.pprint (an)
print("bn = ")
sym.pprint (bn)

print ('F(t)= ')
sym.pprint (expansion)

fexpandida = sym.lambdify(t,expansion)
f = sym.lambdify (t,6Ft)

T1l=int (T1)
T2=int (T2)
v_t = np.linspace(T1,T2)

Hh
=
|

= fexpandida(v_t)
= f(v_t)

Hh
N
|

plt.plot(v_t,f2,c='g’',label = 'Funcidon Original',6linewidth=8)
plt.plot(v_t,fl,c='r', label = 'Expansion’',k linewidth=3)

plt.xlabel ('Tiempo (t) ')

plt.ylabel ('Amplitud’')
plt.title('Expansion en Series de Fourier')
plt.legend()

plt.show()
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